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Аннотация. В статье приведен алгоритм решения задачи построения траектории полета беспилотных 
летательных аппаратов для наблюдения за статическими целями. Алгоритм обеспечивает близкий 
к минимальному путь и учитывает ограничение на минимальный радиус поворота. 
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Введение 
При построении маршрутов беспилотных летательных аппаратов (БПЛА) нужно 
учитывать их динамику. Это особенно важно для аппаратов с неподвижным крылом, так как 
они имеют больший радиус разворота и инерционность по сравнению с винтокрылыми 
аппаратами. Если маршрут построен без учета этих ограничений, он может оказаться 
невыполнимым или непрактичным. Кроме того, траектория полета должна быть такой, чтобы 
экономить ресурсы и время. С учетом этих требований задача формулируется так: построить 
минимальный путь с ограничением на максимальную кривизну траектории. В 1957 году Лестер 
Эли Дубинс показал, используя геометрические выкладки, что любой такой путь будет 
состоять из круговых дуг максимальной кривизны и отрезков прямых [1]. Тот же результат был 
позднее продемонстрирован с использованием принципа максимума Понтрягина [2]. Одним из 
применений кривых Дубинса стала адаптация решения задачи коммивояжера с окрестностями 
к характеристикам конкретного аппарата. Комплексная проблема получила название «задача 
коммивояжера с окрестностями Дубинса» [3]. Выбор метода решения во многом зависит 
от вида окрестностей. В случае произвольной формы можно применить сеточные методы [4]. 
Непрерывные окрестности заменяются дискретными сетками. Решение может принять 
значение одного из узлов сети. Также можно применить глобальные методы оптимизации либо 
пошаговые «жадные» алгоритмы. Если окрестности являются окружностями, эллипсами 
или многоугольниками, можно применить геометрические эвристические методы. 
В данной статье предлагается методика построения траектории полета БПЛА 
для автономного отслеживания группы наземных статических целей. Допустим, что БПЛА 
оснащены датчиками с областью видимости в виде окружности. Исходя из этого, область 
видимости объекта также является окружностью. 
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Описание алгоритма 
Если не учитывать поле зрения датчика БПЛА, то задача планирования полета 
решается как задача коммивояжера. В этом случае БПЛА должен пролетать непосредственно 
над объектом наблюдения, что в общем случае приводит к увеличению пути и, возможно, 
к невыполнению задания. То есть, участки маршрута слишком малы для маневрирования 
аппрата, обладающего определенной динамикой.  
Исходя из этих соображений, предлагается следующий алгоритм. 
Шаг 1: Решение классической задачи коммивояжера.  
Шаг 2: Решение задачи коммивояжера с окрестностями. 
Шаг 3: Решение задачи построения пути Дубинса. 
Рассмотрим каждый из этих шагов более подробно. 
Решение классической задачи коммивояжера. Одним из эффективных и широко 
применимых методов решения этой задачи является алгоритм Лин-Кернигана. Основой метода 
являются перестановки, называемые n-opt ходами, где n – количество участвующих 
в перестановке связей. Состояние перестановки, обеспечивающее меньший путь, фиксируется. 
Затем происходит переход к следующему набору связей [4]. 
Существуют готовые к использованию решения в свободном доступе, например [5]. 
Данный вариант использовался при тестировании разработанного алгоритма.  
Решение задачи коммивояжера с окрестностями. Задача коммивояжера 
с окрестностями имеет сложность NP-Hard. Точные методы решения таких задач требуют 
много времени и вычислительных ресурсов. 
Широкое распространение получили эвристические алгоритмы, которые 
не обеспечивают оптимального решения, но дают некоторое близкое к нему. В то же время 
они имеют меньшую вычислительную стоимость по сравнению с точными методами. 
«Жадные» методы являются итерационными и также не обеспечивают оптимального решения 
в глобальном смысле, но являются оптимальными на каждом шаге. Это снижает 
вычислительную стоимость, так как размерность задачи влияет на время вычисления. Вид 
окрестности может быть различным. Наиболее часто рассматриваются окрестности в виде 
многоугольников или окружностей [7]. 
 В [6] предложено решение задачи коммивояжера с окрестностями в виде окружностей 
с применением модификации алгоритма Вельцля. Предварительно решается задача 
коммивояжера, затем результат используется как исходные данные задачи с окрестностями. 
Алгоритм Вельцля вычисляет наименьшую окружность, содержащую заданное множество 
точек на плоскости за линейное время. Решением является радиус и центр диска.  
Предлагаемый здесь метод также использует решение задачи коммивояжера и схож с [6]. 
Сходство заключается в том, что окрестности имеют вид окружности и для выбора точек 
маршрута используются геометрические преобразования. Отличие состоит в том, какие точки 
на каждом шаге рассматриваются в качестве кандидатов на оптимальное локальное решение 
и правила выбора одной из этих точек. 
Алгоритм имеет три операции, каждая из которых выполняется пошагово для всех 
точек маршрута. 
1. Оптимизация с учетом поля зрения. Выделены шесть случаев взаимного 
расположения точек: 
а)      / 2  &     &    2    )  ( iACB AB r BC r p E       ; 
б)      / 2  &     &    2    )  ( iCAB AB r BC r p E        ; 
в)         &    &    2     iAB r BD r BC r p E      ; 
г)      ( )   / 2 &   &   &   2     iABС AB r BD r BC r p E        ; 
д) iAB r p А   ; 
е)    &  2 ,i jAB r BC r p E     
,  ( ) | ,( ) & ( )j j i ij min AE E D AE D O C r AE D O B r    . 
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Перечисленные случаи изображены на рис. 1. На каждой итерации проверяются 
признаки одного из пяти случаев и согласно соответствующим правилам выбирается 
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Рис. 1. Типовые случаи взаимного расположения центров окрестностей: а – (ACB ≥ π/2)&(AB > 
r)&(BC > 2r) => pi = E, б – (CAB ≥ π/2)&(AB>r)&(BC > 2r) => pi = E,  
в – (AB > r)&(BD ≤ r)&(BC > 2r) => pi = E, г – (ABС > π/2)&(AB > r)&(BD > r)&(BC > 2r) => pi = E, 
д – AB ≤ r => pi = А, е – (AB > r) & (BC ≤ 2r) => pi = Ej, j → min(AEj + EjD) | AEjD∩ O(C,r) & AEjD∩ O(B,r) 
 
2. Поглощение. Происходит удаление точек, имеющих одинаковые или меньшие 
наборы посещаемых областей. Следует заметить, что эта операция проводится после первой, 
имея на входе точки оптимизированного решения задачи коммивояжера для центров 
окрестностей. Поэтому точки А, В, С  на рис. 2 расположены не по центрам окружностей. 
 
 
Рис. 2. Поглощение окрестностей в одну3. Срезание углов. Удаляется средняя точка из трех 
при возможности. Из маршрута пошагово выполняются попытки исключения точек. 
Рассмотрим порядок выполнения одного шага. Обозначим исключаемую точку В, рис. 3. 
Предыдущую и следующую точки обозначим А и С соответственно. Устанавливаются 
окрестности Ο, через которые проходит часть маршрута АВС. Точка В исключается из 
маршрута, и проверяется, посещаются ли окрестности Ο маршрутом Ρ-{B}. Для этого 
выполняется проверка пересечения каждой окружности из множества Ο отрезками, 
образованными соседними точками из множества Ρ-{B}. Если все окружности пересекаются 




Рис. 3. Срезание углов 
Результатом выполнения данных операций является маршрут меньшей длины 
и с меньшим либо равным количеством точек по сравнению с исходным маршрутом, 
проходящим через центры окрестностей. 
Сравним разработанный метод и метод из [6]. Для этого взяты исходные условия, 
приближенные к варианту из [6]. Выполнены операции 1–3 вышеописанного алгоритма. 
Результат приведен на рис. 4, а. 
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Рис. 4. Сравнение разработанного метода и основанного на алгоритме Вельцля: 
а – разработанный метод; б – основанный на алгоритме Вельцля 
Для удобства сравнения результат решения модифицированным алгоритмом Вельцля 
представлен на рис. 4, б. Разработанный метод обеспечил решение, меньшее по длине за счет 
смещения точек D и С. Количество точек решения больше, так как добавлена точка E. 
Принимая во внимание сферу применения алгоритма решения задачи, длина маршрута важнее, 
чем количество его точек.  
Решение задачи построения пути Дубинса. Путь Дубинса это кратчайшая кривая, 
которая соединяет две точки в двумерной евклидовой плоскости с ограничением на кривизну 
пути и с заданными начальными и конечными касательными к пути, с условием, что 
транспортное средство может двигаться только вперед [3]. Решение данной задачи использует 
результат, полученный на предыдущем шаге. Цель – учет ограничений динамики БПЛА.  
Для расчета пути Дубинса необходимо иметь точки маршрута, допустимый радиус 
поворота аппарата и также курс пролета БПЛА через точку маршрута. Точки маршрута 
получены на шаге решения задачи коммивояжера с окрестностями. Радиус поворота зависит от 
скорости движения аппарата и его динамических ограничений. Для упрощения примем 
скорость аппарата постоянной, тогда радиус поворота будет одинаковым.  
Направление захода на цель рассчитывается для каждой точки маршрута. Исходными 
данными для расчета пути Дубинса будут точки маршрута и соответствующий им курс. 
Пусть n – количество точек маршрута, 
2n   – маршрут в двумерном пространстве, 
состоящий из точек , [1, ]ip i n ,1 ,2,i i i ip x p y  . 
1n    – множество соответствующих 
значений курса, состоящее из элементов , [1, ]ih i n . 
  может быть задано, если есть требования по курсу захода на каждую точку 
маршрута. Если таких данных нет, то расчет производится исходя из соображений 
минимального пути: чтобы БПЛА совершил меньшее количество маневров и их длительность 
























































id  – вектор движения от точки 1ip   к точке ip ; ,i idx dy  – проекции id  на оси x и y 
соответственно; 
i – новое значение курса. 
Здесь 
0h  может быть любым, принимается равным исходному курсу БПЛА 
на начальной позиции. Кусочно-заданный вид формулы 
i  объясняется необходимостью 
устранения многозначности функции arctan на интервале  ,  . Во многих языках 
программирования существует функция atan2(y, x), которая имеет область значений  ,  . 
Рекомендуется использовать именно ее. Расчет кривых Дубинса производился 
с использованием методики, описанной в [3]. Произведем расчет пути Дубинса для условий, 
изображенных на рис. 5. 
 
 
Рис. 5. Траектория полета БПЛА с учетом радиуса поворота  
 
На рис. 6 штриховой линией обозначено решение задачи коммивояжера для центров 
окрестностей, ее оптимизация – штрихпунктирной, а траектория полета, построенная с учетом 
радиуса поворота БПЛА – сплошной. Траектория полета близка к кратчайшему маршруту и 
содержит минимальное необходимое количество маневров для БПЛА с ограниченным 
радиусом поворота.  В исходном маршруте могут быть участки меньше диаметра поворота 
БПЛА. В этом случае придется выполнить дополнительный маневр, чтобы зайти на точку 
маршрута с заданного курса. Чтобы продемонстрировать это, увеличен радиус поворота БПЛА 




Рис. 6. Влияние ограничения минимальной длины участка маршрута, приводящего к изменению курса:  
а – дополнительный маневр для захода на заданный курс, б – с ограничением id k r   
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Чтобы исправить эту ситуацию, предлагается проверка на минимальную длину участка 























где k  – подстраиваемый параметр; r  – допустимый радиус поворота БПЛА. 
Однако следует учитывать, что несколько участков с id k r   подряд приведут к 
фиксированию курса. В случае, если это оказывает негативное влияние на вид траектории, 
рекомендуется исключить это ограничение. Алгоритм способен работать при многократном 
наложении областей видимости объектов наблюдения, как показано на рис. 7. 
 
Рис. 7. Результат расчета для областей видимости объектов наблюдения с многократным перекрытием 
Как видно из рис. 7, все области пересекаются траекторией полета при пути, близком 
к минимальному. 
Выводы 
Алгоритм обеспечивает сокращение суммарного пути по сравнению с маршрутом, 
проходящим непосредственно над объектами наблюдения через центры областей видимости. 
Траектория полета учитывает ограничения на минимальный радиус разворота летательного 
аппарата. Алгоритм обеспечивает меньший путь по сравнению с [6], в котором используется 
алгоритм Вельцля. 
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